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Структура и эволюция пылевой звезды  

в модели Оппенгеймера-Снайдера 

Захид Закир 1 

Аннотация 

Оппенгеймер-Снайдер (ОС) в 1939 г. нашли точное решение уравнений Эйнштейна для 

коллапсирующей однородной пылевой звезды при параболической скорости частиц пыли 

путём преобразования решения Толмана в сопутствующих координатах в решение в 

шварцшильдовских координатах r,t и сшивания на поверхности звезды с внешним 

статическим решением Шварцшильда. Однако, несмотря на постоянное цитирование статьи 

ОС, значение и смысл самого их решения до сих пор оставались недооценёнными и плохо 

понятыми, а их метод оказался забытым. В настоящей статье показывается, что именно метод 

ОС позволяет правильно с астрофизической точки зрения описать структуру и эволюцию 

пылевой звезды в целом на гиперповерхностях одновременности t=const. Приводится 

детальный вывод как параболического решения ОС, так и решений для гиперболической и 

эллиптической скоростей. Приведены графики темпа хода собственных времён и траекторий 

частиц r(t,R) в разных слоях, наглядно показывающие структуру пылевой звезды. При 

больших t не только поверхность быстро застывает вне гравитационного радиуса, 

асимптотически приближаясь к нему, но и частицы во внутренних слоях также застывают на 

определённых расстояниях от центра, а их мировые линии приближаются к своим 

асимптотам, быстро становясь почти параллельными мировым линиям частиц в центре и на 

поверхности. Это показывает, что в методе ОС картина застывшей звезды или фрозара (от 

frozen star) относится не только к поверхности, но и к структуре сколлапсировавшей пылевой 

звезды в целом. Итак, в каждый конечный момент космологического времени 

сколлапсировавшая пылевая звезда ОС оказывается не чёрной дырой, а фрозаром – объектом 

с практически полностью застывшей внутренней структурой. 
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Введение 

В определении структуры коллапсирующих звёзд с массой 3M M , когда 

их поверхность близка к гравитационному радиусу 2gr GM  (G - гравитационная 

константа) и доминирует гравитация, до сих пор сохранялось много неясностей. В 

простейшей модели - сферической звезде с однородной пылевой материей и с 

диагональной метрикой - задача оказалась точно решаемой (Friedmann, 1922; 

Lemaître, 1933; Tolman R., 1934) и поэтому внутренняя структура такой «идеальной 

звёзды» в каждый момент должна была быть хорошо изученной. 

Однако, эти точные решения были найдены при условии однородности в 

сопутствующих частицам пыли локальных системах отсчёта, которые взаимно 

движутся и поэтому не имеют единой гиперповерхности одновременности. В то же 

время определение структуры протяжённого объекта «в данный момент» означает 

задание положений всех его частиц одновременно, т.е. на единой гиперповерхности 

одновременности. При этом на поверхности звезды время этой гиперповерхности 

должно совпадать с мировым временем внешней области. По этим причинам, 

наличие решения в сопутствующих системах отсчёта недостаточно для определения 

структуры звезды в целом.  

В случае однородной пылевой звезды при параболической скорости частиц 

пыли эта задача была решена ОС (Oppenheimer & Snyder, 1939), которые известное 

точное решение Толмана в сопутствующих координатах преобразовали в 

координаты Шварцшильда ( , , , )t r    (Schwarzschild, 1916) на глобальной 

гиперповерхности одновременности .t const  В отличие от других попыток (Datt, 

1938; Klein, 1961; Вайнберг, 1975), где диагональность таким образом 

преобразованной метрики достигается преобразованием мирового времени, в методе 

ОС это достигается сохранением мирового времени внешнего решения также и 

внутри звезды. Это обеспечивает как корректное сшивание на поверхности с 

внешней статической метрикой, так и описание звезды в целом в каждый момент 

мирового времени как совокупности одновременных событий. С тех пор решение 

ОС используется как стандартная модель для нормировки и проверки более сложных 

моделей релятивистских звёзд. 

Целью данной статьи является дальнейшее развитие модели ОС путём её более 

детальной и последовательной формулировки, определения асимптот при 
gt r   не 

только для метрики, но и для траекторий частиц звезды с визуализацией этих 

траекторий, а также вывода точных внутренних решений в шварцшильдовских 

координатах для эллиптических и гиперболических скоростей. 

В разделе 1 приведены основные соотношения для траекторий частиц в поле 

Шварцшильда и решения Толмана для пылевого шара. В разделе 2 приведены 

точные решения методом ОС для всех трёх режимов скоростей. В разделе 3 

изучается структура и эволюция пылевой звезды. Построены графики мировых 

линий, наглядно показывающие структуру звезды в данный момент t и в 

асимптотике при t  . В Приложениях приведены параметризованное 
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представление уравнений траектории и вывод решений для вспомогательных функций 

ОС ( , )y R r . 

1. Траектории в поле Шварцшильда и решение Толмана для 

пылевого шара  

1.1. Траектории частиц в поле Шварцшильда 

Пространственно-временной интервал вне сферической звезды 
br r  (где br - 

окружной радиус поверхности) в статических координатах ( , , , )t r    даётся 

решением Шварцшильда: 
2 2 1 2 2 2(1 / ) (1 / ) ,g gds r r dt r r dr r d                              (1) 

где 
2 2 2 2sind d d     . При радиальном падении пробных частиц в этом поле 

их локальные скорости имеют вид: 

 

2
2

2 2

1
.

(1 / )g

dr
v

r r dt



                                                 (2) 

Условие сохранения энергии свободно падающих частиц в статическом поле даёт:  

 
2

1 /
1 ( ),

1 ( )

gr r
f R

v r


 


                                              (3) 

где вид ( )f R  задаётся в начальной точке r R .  

Из этих основных выражений далее найдём уравнения траектории пробных 

частиц вне звезды для трёх видов скоростей – параболической ( 0f  ), 

гиперболической ( /gf r R ) и эллиптической ( /gf r R  ). Они выделены тем, 

что им соответствуют пространства постоянной кривизны и однородная вначале 

совокупность пробных частиц остаётся однородной и в дальнейшем при одинаковых 

интервалах локальных собственных времён. Гиперповерхности «одновозрастности» 

по этой причине являются также и гиперповерхностями однородности. 

а. Параболические скорости. 

Параболическая скорость с 0f   соответствует скорости, которая была бы 

достигнута при свободном падении из состояния покоя при r  . Условие 

сохранения энергии частиц (3) в этом случае даёт: 

 
1/2 1/2

2

1 /
1, / .

1

g

g

r r
v r r

v


  


                                        (4) 

Для интервала собственного времени частицы из (1), (2) и (4) следует:  
2

2 2

2

1
1 .

1 /g g

dr r
d dr

r r v r


 
   

  
                                    (5) 

Определив начальные положения частиц при 0   как r R , из (5) получаем:  
2/3

3/2 3/2 3/2 1/2

1/2

2 3
( , ) ( ) , ( , ) .

3 2
g

g

R r R r r R R r
r

  
 

    
 

              (6) 

Для производных /r r     и ' /r r R    из (5)-(6) имеем: 
1/2 1/2

1/2 1/2
, ' .

gr R
r r

r r
                                                   (7) 
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Для интервала мирового времени t из (2) и (4) следует: 

 

( ) 3/2 3/2

0 1/2 1/2

( )

1 1
( ) ,

r t R

g g g gR r t

dr r dr r
t t R

r r r r r r
   

                                 (8) 

где 0( )t R  - значения t , соответствующие моменту 0   для слоя R. Интегрирование 

(8) даёт уравнение для траектории ( , )r t R  в неявном виде: 

1/2 1/2 1/2 1/2

3/2 3/2 1/2 1/2 1/2

0 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

2
( ) ( ) 2 ( ) ln .

3

g g

g g

g g g

r r R r
t t R R r r R r r

r r r R r

  
          

   (9) 

Из (9), с учётом (7), находим производную t : 

 .
g

r
t

r r



                                                   (10) 

Для вычисления 't  требуется явный вид 0( )t R  и в разделе 2.2 он будет найден из 

условия  диагональности метрики в сопутствующей системе отсчёта.  

б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

Гиперболические скорости соответствуют конечной скорости 
2 0v   при 

r   и в (3) им соответствует выбор ( ) / 0gf R r R  . Эллиптические скорости 

соответствуют падению из состояния покоя ( ) 0v R   на конечном расстоянии 

r R    в начальный момент 0   и сохранение энергии частиц (3) даёт в этом 

случае ( ) / 0gf R r R   . Далее оба случая будем рассматривать совместно и знак 

(+) будет относиться к гиперболическим, а знак (-) – к эллиптическим скоростям. 

Итак, из (3) получаем: 

 
2

1 /
1 ,

1

g gr r r

v R


 


                                              (11) 

 
2 , .

g

g

rR r
v A A

r R r


  


                                    (12) 

Из (1)-(2) и выражения для скорости (12) находим для интервала собственного 

времени частицы:  
2 2

2

2

1
1 ,

1 /g g

dr R r dr
d

r r v r R r


 
    

  
                               (13) 

откуда следует зависимость между   и r вдоль каждой траектории ( , )R r : 

1/2 1/2

1/2 1/2

( )

,
( )

R

g r

R dr r

r R r


 
                                             (14) 

1/2 3/2 1/2 1/2
1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

( )
2 [ ( )] ln , 0

(1 2 )g g

R R r R r
R r R r f

r r R


  
         

   (15) 

1/2 3/2
1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
[ ( )] arccos( / ), 0.

g g

R R
r R r r R f

r r
                           (16) 

Производная r  следует из (13): 
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1/2

1/2

1/2
(1 / ) ,

gr
r r R

r
                                              (17) 

а ' /r r R    находим из (15) и (16) воспользовавшись условием ' 0  :   
1/2 1/2

1/2 1/2

1/2

3 3 (1 / ) ( / )
' 2 ln (1 / ) , 0,

2 2 2 1 2

r r R r R
r r R f

R

  
       

 
  (18) 

1/2

1/2 1/23 3
' 1 arccos( / ), 0.

2 2 2

r R
r r R f

R r

 
     

 
                                    (19) 

Отметим, что логарифмический член (18) можно записать через arccosh
1/2[( / ) ]r R . 

Для интервала мирового времени t из (2) и (12) следует: 

 

3/2

1/2 1/2

( )

1
,

( )( )

R

gr t

dr r
t

A r r R r


                                          (20) 

и вычисление интеграла даёт зависимость между t и r вдоль траекторий ( , )t R r : 

1/2 1/2

0 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2

1/2

[ ( )] [ ( )]
( ) 2 ln

[ ( )]

( )
( 2 ) ln [ ( )] (1 / ) , 0

g g

g

g

g g

r R r r R r
t t R r

R r r

r R r
R r r r R R r f

R

  
  



  
      
 

        (21) 

 

1/2 1/2

0 1/2

1/2

1/2 1/2 1/2

[ ( )] [ ( )]
( ) 2 ln

[ ( )]

( 2 )arccos( / ) [ ( )] 1 , 0

g g

g

g

g

g

r R r r R r
t t R r

R r r

R
R r r R r R r f

r

  
  



 
       

 

            (22) 

Из этих уравнений для траектории, с учётом (17)-(19), находим t : 

 

1/2 1/2

1/2

[ ( )] (1 / )
.

[ ( )] 1 / 1 /

g g

g g g

r R r r Rr
t

r R r r r r r

 
  

  
                           (23) 

в. Связь собственного времени с мировым и его асимптоты. 

Времена   и t  есть две параметризации одних и тех же событий вдоль одной 

и той же мировой линии частицы ( , ) ( , )r R r t R   и поэтому эти два времени 

взаимно связаны, а необратимое гравитационное замедление   относительно t  - это 

экспериментальный факт (Окунь, Селиванов, & Телегди, 1999). 

Связь между   и t  в неявном виде получим из (9) и (16), вычисляя ( , )t r R  и 

( , )r R  при одинаковых r и R. При этом, пока 
gr r , как ( , )t r R , так и ( , )r R  

описывают одно и то же событие на одной и той же мировой линии (при 

фиксированных углах ,  ). Поэтому если мировая линия ( , )t r R  асимптотически 

приближается к 
gr , никогда не пересекая гравитационный радиус, то и мировая 

линия ( , )r R  асимптотически приближается к 
gr  и пока t   , также не пересекая 

gr . Собственное время при t   и 
gr r  лишь асимптотически застывает, 

стремясь к моменту застывания 
g , которую найдём из (6), (15) и (16): 
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3/2 3/2

1/2

2
( ), 0,

3
g g

g

R r f
r

                                                                        (24) 

1/2 1/21/2 3/2
1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

( )
2 [ ( )] ln , 0,

(1 2 )

g g

g g g

g g

r R rR R
R r R r f

r r R


  
         

   (25) 

3/2
1/2 1/2 1/2

1/2
[ ( )] arccos( / ), 0.g g g g

g

R
r R r r R f

r
                                     (26) 

Графики зависимости ( , )t R  для всех трёх скоростей приведены ниже на Рис.2, там 

же приведены и положения асимптот 
g .     

1.2. Общее решение Толмана для пылевой звезды и однородность 

Внутри пылевой звезды ( bR R ) линейный элемент в сопутствующих 

локальных системах отсчёта может быть записан в виде: 

  
2 2 2 ( , ) 2 2 2( , ) ,Rds c d e dR r R d                                  (27) 

где 2 ( , )r R   - длина окружности вокруг звезды. 

Общее решение Толмана для уравнений Эйнштейна с такой метрикой (Tolman 

R., 1934) (в обозначениях (Ландау & Лифшиц, 1988)) имеет вид:  

 
2 2

2

'
' / (1 ), / , 8 .

'

F
e r f r f F r G

r r

                      (28) 

где 1 0f  ,  - плотность энергии пылевой материи. Оно содержит две 

неизвестные функции ( )f R  и ( )F R  и поэтому для нахождения точных решений 

необходимо конкретизировать физические условия.  

Для наших целей первым таким условием является однородность. В 

локальных сопутствующих системах отсчёта, где и имеет силу решение Толмана, 

условие однородности означает, что при одинаковых значениях собственного 

времени (для «одновозрастных» событий)   не зависит от пространственных 

координат: 

( ).                                                            (29) 

Это достигается выбором однородного распределения в начальный момент 0   и 

выбором одной из трёх выделенных скоростей, сохраняющих однородность в ходе 

временной эволюции, так как соответствуют пространствам постоянной кривизны. 

Интегрирование (28) тогда даёт: 

 
1/2

.
( / )

dr

f F r
  

                                               (30) 

При этом вне звезды 
gF r . 

Для параболического движения ( 0f   ) из (28)-(30) получаем:  

2/3
1/2 1/2

3/2 3/2 3/2

1/2 1/2

2 3
( ), ,

3 2

F F
R r r R r

F r
 

 
      

 
          (31) 

В эллиптическом случае f  определяется из зануления скорости при r R : 

 
2( ) 0, 0.

F F
r R f f

R R
                                          (32) 
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В гиперболическом случае берётся этот же f  с обратным знаком /f F R .  

Таким образом, для 
2r  при гиперболическом и эллиптическом случаях имеем: 

 

1/21/2

1/2
1 .

F r
r

r R

 
   

 
                                           (33) 

Интегрирование (33) аналогично (14)-(16) и даёт: 
1/2 3/2 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

( )
2 [ ( )] ln , 0

(1 2 )

R R r R r
R r R r f

F F R


  
         

   (34) 

1/2
1/2 1/2 1/2

1/2
[ ( )] arccos( / ) , 0.

R
r R r R r R f

F
                                 (35) 

1.3. Два дополнительных следствия однородности 

Итак, условие сопутствия ведёт к диагональной метрике (27), с которой 

уравнения Эйнштейна имеют точное решение (28) с двумя неизвестными функциями 

f и F, а условие однородности и выбор одной из трёх выделенных скоростей 

позволяют определить функцию f.  
При этом на первый взгляд кажется, что произвол в определении второй из 

неизвестных функций F остаётся. Ниже покажем, что в действительности такого 

произвола нет и принятыми выше уточнениями физических условий полностью 

определяется не только f , но также и F. В статье ОС это было показано для 

параболических скоростей, а здесь же покажем, что вид F одинаков для всех трёх 

видов выделенных скоростей.  

Для этого из (28) и условия однородности (29) получим следующие 

соотношения ( 8 / 3G  ): 
2 3' 3 ( ) ' ( )( ) ',F r r r                                           (36) 

3
3 3 3

3
( ) (0) (0) .b

b

R
F r R R

R
                                    (37) 

Далее, учитывая 
32 (0)g br GM R  , приходим к выражениям: 

3 3

,3 3
( ) , ( ) (0) .g g R

b

R R
F R r r

R r
                                (38) 

Таким образом, первым дополнительным следствием однородности является 

то, что вид F внутри звезды однозначно определяется из (28) и (29), и при этом вид 

F одинаков для всех трёх выделенных скоростей, поскольку при выводе (38), в 

отличие от ОС, конкретный вид f не использовался.   

Зная f и F теперь можем вычислить не только r  из (31) и (33), но и 'r , если 

снова воспользуемся (36)-(38). Сначала из (36)-(37) получаем: 
3

2 3

3
' ( ) ' (0) ' 3 ',g

b

R
F r r R r r r

rR
                            (39) 

а затем, приравняв это к (38), приходим к двум выражениям для 'F :  
3 2

3 3

3
' 3 ' ,g g

b b

R R
F r r r

rR R
                                            (40) 

откуда находим: 
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' .
r

r
R

                                                           (41) 

Таким образом, вторым дополнительным следствием однородности является 

то, что это условие позволяет найти также и 'r , который оказывается одинаковым 

для всех трёх выделенных скоростей. 

2. Однородная пылевая звезда на гиперповерхности одновременности 

Решения Толмана внутри пылевой звезды в сопутствующей системе отсчёта 

(28), с учётом следствий однородности (38) и (41), естественно, совпадают с 

известными ранее из космологии решениями Фридмана, полученными при тех же 

условиях. В отличие от космологии, в астрофизике мы имеем дело с компактным 

объектом погруженным в статическое пространство-время Шварцшильда (1). 

Поэтому для сшивания с внешней метрикой внутреннее решение необходимо 

выразить в тех же координатах, что и статическая метрика. 

Именно это и было сделано в статье ОС, где им удалось найти точные решения 

для внутренней метрики и траекторий в координатах ,r t , а также сшить их на 

поверхности с внешней статической метрикой в частном случае, когда: 

а) пылевой шар однороден в локальных сопутствующих системах отсчёта; 

б) частицы пыли падают с параболической скоростью и ( ) 0f R  ; 

в) решение Толмана преобразовано в координаты Шварцшильда ,r t . 

Далее приведём детали расчётов в методе ОС как для параболических, так и для 

гиперболических и эллиптических скоростей. 

2.1. Метрика и траектории во внешней области  

а. Параболические скорости. 

Рассмотрим падение пробных частиц вне звезды bR R . Поскольку метрика 

во внешней области в статической системе отсчёта известна и даётся метрикой 

Шварцшильда (1), то будем исходить из неё и преобразуем её из r,t в ,R  . 

Интервалы r,t выразим через интервалы ,R   в виде:   

' , ' .dt t d t dR dr rd r dR                                  (42) 

Линейный элемент (1) при этом переходит в ( 1 /gr r   ): 

2 2 1 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2( ) ( ' ' ) 2( ' ') .

ds dt dr r d

t r d r t dR t t rr d dR r d

 

       



  

    

       
(43) 

Выражения для компонент метрики в координатах ,R   также известны из (27)

-(28) и вместе с (43) они дают два уравнения для определения t , 't , а также условие 

диагональности метрики: 

  
2 1 2

00( , ) 1,g R t r                                                  (44) 

1

01( , ) ' ' 0.g R t t rr                                                (45) 

1 2 2 2

11( , ) ( ' ' ) ' ,g R r t r                                       (46) 

С учётом 
gF r  вне звезды, из (4), (44) и (46) следуют прежние выражения (7) и (10) 

для r , 'r и t . Из (46) находим выражение для 't  с учётом 
1/2 1/2' /r R r  из (7): 

    

1/2 1/2( ) ( )
' ' .

g g

g g

rr r R
t r

r r r r
   

 
                                        (47)  
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Это выражение удовлетворяет условию диагональности (45), которое с учётом (10) 

для параболических скоростей приобретает вид: 

'
' ,

t
r r

t
                                                          (48) 

 Далее, вычислив 't  из (9) и приравняв результат (47), приходим к уравнению 

для нахождения 0 't : 

1/23/2 3/2

0 1/2 1/2

( )'
' ' ',

( ) ( )

g

g g g g g

r rR r r
t t r

r R r r r r r r
    

  
                    (49) 

что после подстановки 
1/2 1/2' /r R r  даёт: 

1/2

0

( )
' ,

g

g

r R
t

R r
 


                                                  (50) 

  

1/2 1/2

1/2 1/2

0 1/2 1/2
( ) 2 ln .

g

g g

g

R r
t R r R r

R r


  


                               (51) 

В итоге, подставив (51) в (9), получаем уравнение для траектории ( , )r t R  в том виде, 

в котором оно и был использовано в статье ОС: 

  

1/2 1/2

3/2 3/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2

2
( ) 2 ln .

3

g

g g

g g

r r
t R r r r r

r r r


   


                     (52)  

В графиках траекторий ( , )r t R  и ( , )r R  (Рис. 1) видно, что имеет место один 

к одному соответствие между событиями на обеих кривых ( , ) ( , )r t R r R  и 

поэтому обе кривые являются асимптотическими. При t   обе они 

асимптотически приближаются к гравитационному радиусу ( , ) gr t R r  и 

[ ( , )] gr t R r  . 

Связь между двумя видами времени ( , )t R  следует из (6) и (52): 

3/2 1/2 1/3 1/2

1/2 3/2 1/2 1/3

3/2 1/2 1/3 1/2

( 3 / 2)
2 ( 3 / 2) ln .

( 3 / 2)

g g

g g g

g g

R r r
t r R r r

R r r


 



  
        

     (53) 

На графике для ( , )t R  (Рис. 2) точки с .t const  соответствуют одновременным 

событиям, а с .const   - «одновозрастным». При t   и 
gr r  моменты 

застывания собственных времён 
g  , которые выступают как асимптоты на 

Рис.2, к которым стремятся собственные времена, находим из (6): 

3/2 3/2

1/2

2
( ) ( ).

3
g g

g

R R r
r

                                           (54) 

б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

Преобразование решения Шварцшильда (1) из r,t в ,R   для гиперболических 

и эллиптических скоростей аналогично параболическому случаю (42)-(45) с 

отличием лишь в пространственной компоненте метрики: 
1 2 2 2

11( , ) ( ' ' ) ' ,g R r t r                                     (55) 

где 
2 2' ' / (1 / )gr r r R  . Для r  и t  из (4) и (44) следуют: 
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Рис 2. Связь между собственным временем и 

мировым временем ( , )t R  для частиц из 

Рис.1. Пунктирные линии – асимптоты 
g  

из (54), (61)-(62) к которым стремятся 

собственные времена   при 
g

t r . Видно, 

что значения   лишь приближаются к 
g , 

никогда не доходя до него при t  , а 

поверхность остаётся вне 
g

r  также и в тер-

минах  . События на мировой линии 

( )r r   в нижнем Рис.1 есть те же самые 

события, что и на ( )r r t  в верхнем Рис.1, 

т.е. точки двух параметризаций мировой 

линии соответствуют друг к другу один к 

одному. Поэтому и мировые линии на 

нижнем Рис. 1 с ( )r   тоже асимптотические 

и не пересекают 
gr  при t  .  

Рис.1. Мировая линия частицы на поверхности 

звезды ( ) ( )r r t r    в терминах t (верхний рис.) 

и  (нижний рис.) падающей с 3.5R   при 

0   (в единицах 
g

r ). Толстая линия 

соответствует параболической, близкая к ней – 

гиперболической и верхняя – эллиптической 

скоростям.       
 

1/21/2 1/2

1/2

(1 / )
1 ,

1 /

g g

g

r r Rr
r t

r R r r

 
    

 
                                (56) 

Из (55) получим выражение для 't , удовлетворяющее условию 

диагональности (45): 
1/2

1/2

2

( ) '
' ' .

g

g g

r r R r rr
t r

r r R r t

 
      

                                  (57) 

Вычислив 't  из решения (21) для гиперболических скоростей и приравняв 

результат (57), приходим к уравнению для 0 't : 

0 1/2 1/2

/3
' ,

2 (1 / )

g

g

R r
t

R r



                                                   (58) 

решение которого имеет вид: 
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1/2 1/2

0 2 ( 2 / )1 .( ) )(g gt R r R rR                                          (59) 

Подставив это в (21) получаем уравнение для траектории в гиперболическом случае: 
1/2 1/2

1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2

1/2

[ ( )] [ ( )]
2 ln

[ ( )]

( )
( 2 ) 2 ln [ ( )] (1 / ) , 0,

g g

g

g

g g

r R r r R r
t r

R r r

r R r
R r r r R R r f

R

  
 



   
        

  

 (60) 

Уравнение для траектории (22) для эллиптических скоростей останется 

прежним, так как выражение 't  из (57) даёт 0( ) 0t R   для всех R. 

Графики траекторий ( , )r t R  и ( , )r R  приведены также на Рис. 1. Из рисунка 

видно, что в каждом случае обе кривые являются асимптотическими, т.е. при t   

обе они лишь приближаются к гравитационному радиусу ( , ) ( , ) gr t R r R r  . 

При t   и 
gr r  моменты застывания собственных времён 

g   при 

гиперболических и эллиптических скоростях находим из (15) и (16): 
1/2 1/21/2 3/2

1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

( )
2 [ ( )] ln , 0

(1 2 )

g g

g g g

g g

r R rR R
R r R r f

r r R


  
         

   (61) 

1/2 3/2
1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
[ ( )] arccos( / ), 0.g g g g

g g

R R
r R r r R f

r r
                             (62) 

Из графика связи двух времён ( , )t R  на Рис. 2 видно, что при t    собственные 

времена слоёв R стремятся к своим асимптотам ( )g R  из (61)-(62). 

В литературе часто используется параметрическое представление для 

переменных и уравнений траектории и поэтому в Приложении 1 основные 

результаты представлены также и в такой форме. 

2.2. Метрика и траектории во внутренней области 

В предыдущем разделе из решений, известных в координатах r,t, были 

получены решения в терминах ,R  . Здесь же, следуя ОС, сделаем обратное 

преобразование – из внутреннего решения Толмана (28) в терминах ,R   получим 

решение в терминах координат Шварцшильда r,t. Это необходимо как для сшивания 

с внешней метрикой (1), так и для определения мгновенной структуры звезды в 

целом на гиперповерхности одновременности t const . 

Линейный элемент внутри звезды в общем случае может быть с 

недиагональной метрикой. Однако, во-первых, эта метрика должна быть 

диагональной на поверхности, чтобы сшиваться с внешней метрикой. Во-вторых, 

мгновенная структура звезды в целом как протяжённого объекта должна задаваться 

на единой гиперповерхности одновременности, совпадающей на поверхности с 

гиперповерхностью мирового времени. Это же предполагает существование часов 

во всём объёме звезды, которые синхронизованы и показывают то же мировое время, 

что и на поверхности.  

Всё это реализуется естественным образом лишь при диагональной метрике 

и весьма затруднительно, если вообще возможно, при недиагональной. Поэтому нам 

надо проверить возможность существования точного решения с диагональной 

метрикой. Если такое решение удастся найти, то множество остальных решений с 
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недиагональной метрикой окажутся лишь тем же простым решением, 

преобразованным в более неудобные или неадекватные координаты.   

Итак, линейный элемент запишем с диагональной метрикой:  
2 ( , ) 2 ( , ) 2 2 2 ,r t r t

bds e dt e dr r d r r                                   (63) 

и сшивание на поверхности должно дать 
( , ) ( , )

1 /b br t r t

g be e r r
 

   . Из (42) следует: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ' ' ) 2( ' ') .

ds e dt e dr r d

e t e r d e r e t dR e t t e rr d dR r d

 

      

    

       
  (64) 

Отметим, что метод ОС отличается от иных попыток получения решений с 

диагонализацией внутренней метрики 01( , ) 0g r t   (Datt, 1938; Klein, 1961; 

Вайнберг, 1975) тем, что диагональность искомой метрики считается 

дополнительным требованием и далее ищутся точные решения, удовлетворяющие 

этому условию. Координатное время t при этом одинаково для всех слоёв и на 

поверхности совпадает с внешним мировым временем. 

Из соответствия с (27) получаем условия: 

  
2 2

00( , ) 1,g R e t e r                                                    (65) 

2 2 2

11( , ) ( ' ' ) ' ,g R e r e t r                                         (66) 

01( , ) ' ' 0.g R e t t e rr                                                   (67) 

где 
2 2' ' / (1 )r r f  . Первые две из них дают для двух компонент метрики: 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

' ' ' '
, ,

' ' ' '

t t r r r r
e e

t r t r t r t r

  
 

 
                                (68) 

а третье (67) выражает диагональность исходной метрики, которое с учётом (68) 

принимает вид: 
2 2 2 2 2 2

01 2 2 2 2

'( ' ' ) ( ' ' ) '
0.

' '

t t r r r t t r rr
g

t r t r

  
 


                            (69) 

Записав это условие как уравнение для 't : 
2

2 2 2' ' ' 1 ' 0,
1

r
t r t tr t rr

f

 
    

 
                                    (70) 

получаем два решения  

 2 2'
' [1 / (1 )] [1 / (1 )] .

2

tr
t r f r f

r
                                  (71) 

Из них первое (с плюсом) ' '/t t r r  нефизическое, так как расходится при 0r  , 

а второе (с минусом) даёт условие диагональности внутренней метрики: 

' '
.

1

t rr

t f



                                                         (72) 

Исключив 't  с помощью (72), упростим выражение для метрики (68):   

2

1 1
, .

1 / (1 / )

f
e e

F r t F r

  
 

 
                                  (73) 

а. Параболические скорости. 

Полагая 0f   в (72) получаем условие диагональности метрики в случае 

параболических скоростей: 
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'/ ' .t t r r                                                         (74) 

С учётом этого из (73) следует решение ОС для метрики:   

2 2 2

1 1
, .

1 (1 )
e e

r t r

  
 

                                      (75) 

Из (41) 'r  известно, а из (31) и (38) получаем выражения для ( , )r R , ( , )r R  и r :  

2/3
1/2 1/2

,3/2 3/2

1/2 3/2 1/2

,

32
( ), ( , ) 1 , .

3 2

g g R

g R b

r r
R r r R R r

r R r
  

 
       

 
        (76) 

Для определения уравнения траектории ( , )r t R  в методе ОС [4] вводится новая 

переменная y: 

( ),t M y                                                       (77) 

где вид функции М определяется из условия сшивания с внешней метрикой. Условие 

диагональности (74) тогда принимает вид: 
1/2

,( )' '
' .

g Rr rt y
rr

t y R
                                         (78) 

Решение этого уравнения для y, найденное ОС, имеет вид: 
2

2

1
( , ) 1 .

2

b

b g

R R
y R r

R Rr


 
   

 
                                     (79) 

Вывод этого решения приведён в Приложении 2.  

На поверхности ( ) /b b gy y R r r   и здесь функция ( )bM y  должна совпадать 

с правой частью (52). Поэтому произведя в (52) замены bR R  и 
gr r y , ОС 

получили уравнение траектории для частиц внутри звезды: 

  

1/2
3/2 3/2 3/2 1/2

1/2 1/2

2 1
( ) 2 ln .

3 1
b g g g

g

y
t R r y r y r

r y


   


                        (80) 

Для t  и 't  это уравнение, с учётом 
2' / by R R  и 

1/2( / )g by R rr R  , даёт: 

1/23/2 3/23/2 3/2

2

'
, ' .

1 1 1 1

g g g g

b b

r y y r R r y y r Ry y
t t

y R r y y R y

 
       

    
       (81) 

и условие диагональности (78) выполняется. 

б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

В этом случае из (66), (32) и (33) имеем: 

 

1/2

, , 1/2

1/2
, (1 / ) .

g R g Rr rF
f r r R

R R r
                                 (82) 

Подставив это в (73) и (82) получаем:   

,2

, ,

1 /1
, .

1 / 1 /

g R

g R g R

r R
e e t

r r r r

  


 
 

                               (83) 

Вводя переменную y как в (77), условие диагональности (72) запишем в виде: 
1/2

, 1/2

, ,

( )' ' '
(1 / ) .

1 /

g R

g R g R

r rt y rr
r R

t y r R R r
    

 
                   (84) 

Решения этого уравнения относительно y имеют вид: 
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1/2

,

1/2

(1 / ) (1 / )
( , ) ln ,

(1 / )

g Rb

g g b

r R r RR
y R r

r r R

  
     

                          (85) 

1/2
/

1/2

,

(1 / )
1 .

(1 / )

g byr Rg b

g R

r R
r R e

r R

 
     

                                 (86) 

Вывод этих решений также приведён в Приложении 2. При bR R  имеем: 

( , ) ( / ) ln(1 / ).b b b g by R r y R r r R                                 (87) 

На поверхности функция ( )bM y  должна совпадать с правой частью (22). 

Произведя в (22) замены bR R  и 
yr r , где 

yr  определяется из соответствия с 

(87) как:   

[exp( / ) 1],b g br R yr R                                          (88) 

получаем уравнения траектории ( , )r t R  в неявном виде ( , )t R r  ( /b gb R r ): 

1/2 1/2

1/2

1/2
1/2 1/2

1/2 1/2

1/2

[ ( )] [ ( )]
2 ln

[ ( )]

( )
( 2 ) 2 ln [ ( )] 1 , 0,

b g g b

g

b g

b b
b g b

b g

r R r r R r
t r

R r r

r R r R
R r r r R f

R r

 



 
 

  
 



    
           

    

(89) 

 

1/2 1/2

1/2

1/2

1/2 1/2 1/2

[ ( )] [ ( )]
2 ln

[ ( )]

( 2 )arccos( / ) [ ( )] 1 , 0

b g g b

g

b g

b
b g b b

g

r R r r R r
t r

R r r

R
R r r R r R r f

r

 



  

  
 



 
       

 

                   (90) 

Производные t  при этом имеют вид: 

 

1/2 1/2 1/2
/

1/2 1/2 1/2

,

( ) (1 / )
,

( ) 1 / (1 / )

g byr Rb g g g b

g b g b g R

r R r Rr r Rr
t r y e

r R r r r R r R

 


 

 
  

  
     (91) 

3. Внутренняя структура и эволюция пылевой звезды 

3.1. Траектории частиц в слоях и их асимптотика 

а. Параболические скорости. 

Графики траекторий частиц пыли внутри звезды ( , )r t R  для параболического 

решения ОС (79)-(80)  приведены на Рис. 3-4. На Рис. 4 показаны асимптоты ( , )r R  

к которым стремятся траектории частиц слоёв при t  . Они параллельны 

мировой линии центра и отстоят друг от друга почти эквидистантно, уплотняясь 

лишь вблизи поверхности. Уплотнение незначительное и касается лишь тех слоёв, 

которые изначально были близки к поверхности. Выражения для асимптот мировых 

линий внутри звезды находим следующим образом. 

 

 

 

 



Структура и эволюция пылевой звезды в модели Оппенгеймера-Снайдера 31 

 

 

При t   поверхность звезды асимптотически приближается к 

гравитационному радиусу 
b gr r  и в (9) доминирует растущий логарифмический 

член, что даёт на поверхности: 
1/2 1/2

/

1/2 1/2 1/2 1/2 2

1
ln , 1 ,

( ) 4

gt rb g b g b
g

b g b g g

r r r r r
t r e

r r r r r

    
           

           (92) 

/
( ) (1 4 ) .gt r

b g gr t r e r


                                          (93) 

Во внутренних слоях также происходит рост логарифмического вклада в (80), 

но теперь при 1y   и это даёт для асимптотики слоёв ( , ) ( )r t R r R уравнение: 

2

2

1
( , ) ( ) 1 ( ) 1,

2

b
t

b g

R R
y t R y R r R

R r R
  

 
     

 
                 (94) 

из которого следует: 
2

2

3
( ) 1 .

2 3

g

b b

r R
r R R

R R


 
  

 
                                      (95) 

Линии асимптот внутренних слоёв звезды расположены практически эквидистантно 

(Рис. 4) и лишь слои около поверхности уплотняются из-за фактора 
3 3/ 2g br R R . 

Собственное время на каждом слое застывает при значении ( )R , которое 

находим подставив ( )r R  в (76): 

  
Рис.3.  Мировые линии ОС частиц пылевой 

звезды вдоль диаметра звезды для параболичес-

кой скорости и 3.5bR    при 0   согласно (79) 

- (80) (в единицах 
gr ). При больших t мировые 

линии остаются времениподобными, поверх-

ность застывает вне gr , внутренние слои зас-

тывают вблизи собственных асимптот из (95). 
 

Рис 4. Мировые линии частиц в слоях 

пылевого шара из Рис.3. При 
gt r   

поверхность асимптотически приближает-

ся к 
gr , не пересекая его, а другие слои зас-

тывают около своих асимптот из (95), 

показанных как пунктирные вертикали. 
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3/21/23/2 2

1/2 1/2 2

32
( ) 1 .

3 2 3

gb

g b

rR R
R

r R


 
   

 
                               (96) 

Раньше всех слоёв застывает центр в момент (0) , а поверхность застывает позже 

всех слоёв при ( )bR : 

3/2 3/2 3/2

3/2 3/2 3/2

2 3 2
(0) , ( ) 1 .

3 2 3

b b
g b g

g g

R R
r R r

r r
  

   
         

   

                 (97) 

Интервал собственного времени, в течение которого застывают все слои пылевой 

звезды равен поэтому разнице между моментами застывания поверхности и центра: 
3/2

3/2

2 3
( ) (0) 1 0.558 .

3 2
b g gR r r  

 
    

 
                       (98) 

Для звезды с 10M  и 30gr км разница между показаниями застывших локальных 

часов на поверхности и в центре составит около 0.1 миллисекунд. В мировом 

времени этот интервал, естественно, существенно больше. 

Рассмотрим теперь зависимость от t основных переменных при больших t . Из 

асимптотики t: 

1/2 2

1 1
ln ln ,

( 1) 4
g g

y y
t r r

y

   
    

   
                             (99) 

получаем: 
2

/

2

1
1 1 4 ,

2

gt rb

b g

R R
y r e

R Rr

 
    

 
                              (100) 

2
/

2

3 8
1 .

2 3 3

gt rg

b b

r R
r R e

R R

 
  

 
                                      (101) 

При подстановке этого в (76) затем находим связь моментов собственного 

времени внутри звезды ( , )t R  с t : 
3/21/23/2 2

/

1/2 1/2 2

32 8
1 .

3 2 3 3

gt rgb

g b

rR R
e

r R


 
    

 
                           (102) 

При t   это выражение переходит в (96). 

б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

Графики траекторий ( , )r t R  в соответствие с решениями для гиперболических  

и эллиптических  скоростей (85) и (89)-(90) приведены на Рис. 5-6. Из рисунков 

видно, что при t   траектории частиц слоёв R, как и в параболическом случае, 

также стремятся к собственным асимптотам ( , )r R . Найдём эти асимптоты. 

При t   в этих двух случаях также 
b gr r  и в (89)-(90) доминируют 

растущие логарифмические члены, что даёт: 

ln [exp( / ) 1] 1 ln 1 ,b
g g b g

g g

R r
t r yr R r

r r


   

             
   

         (103) 

[exp( / ) 1].b g br R yr R                                                                (104) 
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В пределе t   из (103) находим асимптотику y y :  

[exp( / ) 1] 1,b
g b

g

R
y r R

r
                                         (105) 

ln 1 .
gb

g b

rR
y

r R


 
   

 
                                             (106) 

Подставив это в (86) находим асимптоты для внутренних слоёв ( )r R : 

 

3

3 1/

/

2 2

2(1 /
( ) 1 .

(1 )

)

/

g b

g b

r R R
r R

r R

R


 
   

 




                                    (107) 

При 
b gR r   эта формула переходит в (95). Как видим, линии асимптотик слоёв при 

гиперболическом и эллиптическом скоростях также параллельны мировой линии 

центра, отстоят друг от друга почти эквидистантно, уплотняясь вблизи поверхности. 

Моменты застывания собственных времён на каждом слое ( )R  находим 

подставив ( )r R  в (34)-(35). Для гиперболических скоростей получаем: 

  
Рис. 5.   Мировые линии частиц в слоях пылевого 

шара (в единицах 
gr ) при гиперболических 

скоростях  согласно (85), (88) and (89). Поверх-

ность падает с 3.5bR    при 0    и асимптоти-

чески застывает вне 
gr . Другие слои застывают 

около своих асимптот из (107).  
 

Рис. 6.   Мировые линии частиц в слоях пыле-

вого шара (в единицах 
gr ) при эллиптических 

скоростях согласно (85), (88) and (90). 

Поверхность падает с 3.5bR    при 0    и 

асимптотически застывает вне 
gr . Другие слои 

застывают около своих асимптот из (107).  
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 
  

.

 
 
 
 

   (108) 

Моменты застывания центра (0)  и поверхности ( ) (0)bR    равны: 

 

 

3/2
1/2

1/2 3/2 3/2

1/2

3/2
3/2 3/4

1/2 1

1/

2

2

/

(0) 2 (1 / ) (1 / )

1
ln (1 / ) (1 / ) ,

1

1
1 2

b
g b g b

g

b
g b g b

g

R
r R r R

r

R
r R r R

r


      

   

       









       (109) 

 

3/2
1/2

1/2

1/2

3/2
1/2

1/2 1

1 2

/

/

2

( ) 2 (1 / ) /

1
ln / (1 / ) .

1 2

b
g b g b g b

g

b
g b g b

g

R
R r R r R

r

R
r R r R

r

         

       




                             (110) 

Для эллиптических скоростей моменты застывания даются выражением: 
1/2 1/23/2 1/2

1/2 1/2 1/2

2 3 1/2 3/2

( ) 1 arccos ,

(1 / ) , (1 / ) .

gb

g R R b

R g b g b

rR B B
R

r A A R

A r R R B r R



  
    

   

   

                       (111) 

Моменты застывания центра (0)  и поверхности ( ) (0)bR    при этом равны:  

 
3/2

1/2 1/2

1/2
(0) [ (1 )] arcsin( ) ,b

g

R
B B B

r
                                (112) 

1/2 1/2 1/23/2

1/2 1/2 1/2
( ) 1 arccos .

g g gb
b

g b b b

r r rR
R

r R R R


  
    

   

                      (113) 

Для зависимости от t основных переменных при больших t  из асимптотики t: 

ln [exp( / ) 1] 1/ 4 ,
4

b
g g b

g

R
t r yr R

r

 
      

 

                          (114) 

получаем: 

/
ln 1 (1 4 ) ,gt rgb

g b

rR
y e

r R

 
   

 
                                (115) 

1/2
/

1/2

,

(1 / )
1 (1 4 ) 1 .

(1 / )

gt rg b g

g R b

r R r
r R e

r R R





   
          

                   (116) 

В пределе t   формулы (115)-(116) переходят в (106)-(107). 
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3.2. Внутренняя метрика и её асимптотика 

а. Параболические скорости. 

В точном решении ОС компоненты метрики (75), с учётом (79) и (81), 

приобретают вид: 
( , ) 1

,(1 / ) ,t R

g Re r r                                                                   (117) 

2 2 2

,( , )

2 2 3

, ,

[1 ( / 2 )(1 3 / )] 1
.

[1 ( / 2 )(1 / )] 1 /

g R bt R

g R b g R

r r R R
e

r r R R r r


 


  

                   (118) 

Линейный элемент, соответственно, имеет вид: 
2 2 2 2 2

,2 2 2

2 2 3

, , ,

[1 ( / 2 )(1 3 / )]
.

[1 ( / 2 )(1 / )] 1 / 1 /

g R b

g R b g R g R

r r R R dt dr
ds r d

r r R R r r r r

 
   

   
   (119) 

На поверхности bR R  этот линейный элемент переходит в линейный элемент 

Шварцшильда (1). В центре звезды 0R r   пространственная метрика тривиальна 
(0, ) 1te  . 

  При 
gt r  метрика (117) с учётом (101) имеет вид: 

1
1

2 2
/( , )

2 2

1
1 4 3 ,

2

gt rt R

b b

R R
e e

R R







   
     
    

                          (120) 

или в более компактном виде: 
/ 2 2

( , )

/ 2 2

8 3 /
.

8 3 3 /

g

g

t r

t R b

t r

b

e R R
e

e R R







 

 
                                     (121) 

В центре и на поверхности её значения равны: 
/( , )( ,0) 1, / 4.gb

t rt Rte e e
                                        (122) 

При t   метрика из (121) стремится к: 
2 2

( , )

2 2

1 / 3
.

1 /

R b

b

R R
e

R R

  



                                             (123) 

Временная компонента метрики (75) при 
gt r , с учётом (81) и (101), имеет вид: 

2
2 / /( , )

2

1
16 4 3

2

g gt r t rt R

b

R
e e e e

R

     
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                             (124) 

или в развёрнутом виде: 
/ 2 2 2

2 /( , )

/ 2 2

[8 (3 / )]
.

3(1 / ) / 8

g

g

g

t r
t rt R b
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b
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


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                               (125) 

В центре и на поверхности её значения равны: 
2 / /( , )( ,0) 24 , 4 .g gb
t r t rt Rte e e e

  
                                 (126) 

При t   метрика из (125) стремится к: 
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б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

В этих случаях компоненты метрики (83), с учётом (91) и (115) имеют вид: 

( , ) 1 ( , )

, ,2
(1 / ) , (1 / ).t R t R

g R g R

e
e r r e r R

t


                         (128) 

На поверхности 
bR R  эта метрика переходит в метрику Шварцшильда (1). В 

центре звезды 0R r   пространственная метрика тривиальна 
(0, ) 1te  . 

  При больших t метрика (128) с учётом (116) имеет вид: 
1

1/2
/,( , )

1/2

,

(1 / )
1 1 (1 4 ) 1 .
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gt rg R g b gR t

g R b

r r R r
e e
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   

         (129) 

В центре и на поверхности её значения равны: 
/( , )( ,0) 1, / 4.gb

t rt Rte e e
                                          (130) 

При t   метрика стремится к своей асимптоте: 
1

1/2

,( , )

1/2

,

(1 / )
1 1 1 .

(1 / )

g R g b gR

g R b

r r R r
e

R r R R
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                     (131) 

В центре и на поверхности значения временной компонента метрики (128) 

при больших t с учётом (91) и (130), имеют вид: 
2 / /( , )( ,0) , 4 .g gb
t r t rt Rte e e e

  
                                 (132) 

Заключение 

В статье изучен коллапс однородной пылевой звезды и её структура в данный 

момент мирового времени в рамках метода ОС во всех трёх основных скоростях 

падения – параболической, гиперболической и эллиптической - когда звезда остаётся 

однородной. Графики траекторий частиц звезды (Рис. 5-8) наглядно показывают 

внутреннюю структуру пылевой звезды на гиперповерхностях одновременности. 

При больших t мировые линии частиц во всех слоях приближаются к своим 

асимптотам, отстоящим от центра почти эквидистантно и сгущающимся лишь около 

поверхности. Сама поверхность при этом асимптотически приближается к 

гравитационному радиусу, всегда оставаясь вне его. 

Это показывает, что картина застывшей звезды относится не только к 

поверхности, но и к структуре звезды в целом. Ввиду единственности и 

инвариантности мировых линий в ОТО, эта картина также единственна и 

инвариантна. В отличие от устоявшихся интуитивных представлений о коллапсе с 

проникновением поверхности во внутрь гравитационного радиуса в собственном 

времени, картина структуры и эволюции звезды с асимптотически застывающими 

слоями будет воспроизводиться во всех корректно произведённых переходах в иные 

системы отсчёта с любыми их координатами. 

При этом под корректным с точки зрения ОТО переходом следует понимать те 

значения координат, которые описывают в каждый момент космологического 

времени на поверхности звезды только те события во внутренних слоях, которые 

одновременны с этим моментом на поверхности. Все остальные описания, 

опирающиеся на неодновременные события в разных частях звезды, являются 

нефизическими и играют лишь вспомогательную роль для перехода к совокупности 

одновременных событий во всём объёме звезды.  
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Также важен тот факт, что мировые линии частиц звезды в рассмотренных 

точных решениях уравнений Эйнштейна по методу ОС охватывают каждый момент 

существования частиц звезды в реальном мире и поэтому эти решения дают полную 

картину эволюции звезды. Необратимое застывание собственных времён из-за 

релятивистского и гравитационного замедлений времени является тем объективным 

физическим явлением, которое останавливает все процессы в звезде, включая и сам 

процесс коллапса. Именно это фундаментальное физическое явление в основном и 

отличает сценарий коллапса эйнштейновский гравитации от ньютоновского, где нет 

такого механизма остановки. 

Таким образом, коллапс однородной пылевой звезды в ОТО в точных 

решениях методом ОС не приводит к черным дырам с горизонтом на 

гравитационном радиусе и сингулярностью в центре, как ранее утверждалось из 

интуитивных соображений, а в любой конечный момент космологического времени 

приводит только к застывшей звезде или к фрозару (от frozen star), к объекту с почти 

однородной и практически застывшей внутренней структурой с времениподобными 

мировыми линиями частиц конечной массы. 

Приложение 1. Параметризованный вид уравнений траектории  

В литературе обычно используется параметризованный вид решений для 

траекторий частиц однородной пыли. Поэтому для удобства сравнения и 

дальнейшего использования результатов данной статьи приведём решения также в 

параметризованном виде.   

а. Эллиптические скорости. 

Для решений вне звезды введём параметризацию с ( )a a t , 0 (0)a a :  

2

0 0sin , sin , (1 cos ) / 2, sin .r a R a a a f               (133) 

Тогда имеем: 

2 2(1 cos ) cos ( / 2), sin
2

g

R
r R F r R                                (134) 

и уравнения траектории (16) и (22) принимают стандартный вид (Мизнер, Торн, & 

Уилер, 1977; Ландау & Лифшиц, 1988): 

( sin ),
2sin b

R
  


                                                                     (135) 
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b
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  

 
    

  
    (136) 

Внутри звезды изменяются выражения для f и F: 
2 2 3 6

,

03 3 3 3

sin sin
, .

sin sin

g R

g g

b b b b

r R R
f r F r a

R R R

 

 
                                 (137) 

В (134) вместо r вставляем r  из (88) и получим достаточно громоздкое выражение. 

б. Гиперболические скорости. 

В этом случае параметризация имеет вид: 
2

0 0sinh , sinh , (cosh 1) / 2, sinh .r a R a a a f              (138) 

Это даёт: 
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2 2(cosh 1) sinh ( / 2), sinh
2

g

R
r R r R                               (139) 

и уравнения траектории вне звезды (15) и (60) принимают вид: 

   1/2 1/2

0 0sinh 2 ln(1 2 ) ,
s

,
2sinh inhb b

R R
    
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   
    (141) 

Внутри звезды изменяются выражения для f и F: 
2 2 3 6

,

03 3 3 3

sinh sinh
, .

sinh sinh

g R

g g

b b b b

r R R
f r F r a

R R R

 

 
                              (142) 

В (139) вместо r вставляем r  из (88) и получим достаточно громоздкое выражение. 

Приложение 2. Вывод вспомогательной функции y  

а. Параболические скорости. 

Решение уравнения (78): 
1/2

,( )' g Rr ry

y R
                                                   (143) 

ищем среди функций, имеющих вид 

( , ) ( ) ( , ),y R r A R B R r                                            (144) 

где A не зависит от r, а производная от B по R равна нулю:  

' ' ' ' '.
B

y A B r A
r


   


                                        (145) 

Это даёт 

' ', .
B B

B r y r
r r

 
  

 
                                        (146) 

Условие диагональности (78) тогда принимает вид 
1

'
' '

y B
A r rr

y r


 

  
 

                                             (147) 

откуда следует: 

,2' ' .
g RrB B

A r r
r R r

 
 

 
                                          (148) 

Так как левая часть не зависит от r, то и правая не должна содержать r, откуда 

следует, что B имеет вид ( )B q R r  и из (146) получаем для q:  

' ' ' ' 0.
B

B r q r qr
r


   


                                       (149) 

С учётом ' /r r R   это уравнение и его решение имеют вид: 

' ' 1
, ln ln ln , .

q r w
q R w q

q r R R
                         (150) 

Константу w  найдём из сшивания на поверхности. Из (52) видно, что на 

поверхности  ( / )gt M r r  и / gy r r , что с учётом (150) даёт: 
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1
( , ) , , ( ) .b

b b

b g g b g

w r R w
y R r r w q R

R r r R r
                  (151) 

Отсюда имеем: 

, .b b

g g

w R R
q B qr r

R Rr Rr
                                     (152) 

Подставив это в (148) получаем  
2

,

2 2

1
' , ,

2

g R

b b

r R R
A q A p

R R R
                                    (153) 

где константу p также найдём из условия сшивания на поверхности / gy r r : 

1 1
( ) 0, .

2 2
bA R p p                                         (154) 

В итоге это даёт (Oppenheimer & Snyder, 1939):  
2

2

1
( ) 1 ,

2 b

R
A R

R

 
  

 
                                             (155) 

2

2

1
( , ) 1 .

2

b

b g

R R
y R r

R Rr


 
   

 
                                   (156) 

Производные y при этом равны: 
2

2 2 1/2

,

1
' ,

( )

b

b g b g R

R R R
y y r

R Rr R r r
                               (157) 

и условие диагональности (143) выполняется. 

б. Гиперболические и эллиптические скорости. 

В условии диагональности (78) 
1/2

, 1/2

, ,

( )' '
(1 / ) ,

1 /

g R

g R g R

r ry rr
r R

y r R R r
   

 
                         (158) 

решение для y, согласно методу ОС, ищем среди функций, имеющих вид (144). Это 

даёт (145)-(146) и уравнение (158) тогда принимает вид 
1

,

' '
' ,

1 /g R

y B rr
A r

y r r R


 

  
  

                                       (159) 

откуда следует: 
2

,

, ,

'
' (1 / ) .

1 /

g R

g R g R

rr r B B
A r R

r R r R r r

 
  

   
                         (160) 

Так как 'A  не зависит от r, то и правая часть (160) не содержит r и поэтому 

( )
,

1 /

B q R

r r R




 
                                                 (161) 

ln(1 / ).
1 /

dr
B q qR r R

r R
   


                                   (162) 

Из (146) затем следует:  

' ' 0q r qr                                                       (163) 

и учитывая ' /r r R  получаем: 
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' 1
, ln ln ln , .

q w
q R w q

q R R
                                (164) 

Константу w  найдём из сшивания на поверхности. Из (22) и (60) видно, что на 

поверхности  ( / )gt M r r  и / gy r r , что с учётом (164) даёт: 

1
( , ) , , ( ) .b

b b

b g g b g

w r R w
y R r r w q R

R r r R r
                    (165) 

Отсюда имеем: 

, ln(1 / ).b b

g g

w R R
q B r R

R Rr r
                                    (166) 

Подставив это в (160) получаем: 

,

2

,

1 /1
' , ln .

1 / 2 1 /

g Rb

b g R g g b

r RR R
A A

R r R r r R


  

 
                      (167) 

В итоге, подставив (166) и (167) в (144) находим окончательное решение:  
1/2

,

1/2

(1 / ) (1 / )
( , ) ln .

(1 / )

g Rb

g g b

r R r RR
y R

r r R


 
 


                         (168) 

Производные y равны: 
2

2 2 1/2 1/2

, ,

1 1
' ' , .

1 / ( ) (1 / )b g R b g R

R R
y A y

R r R R rr r R
   

 
     (169) 

и их отношение удовлетворяет условию диагональности (158).               
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